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Abstract

The Ⅵridth of the overlap portiOn of ttDers observed from the composite surface was
analytically derived  ln the composite)the ribers were randonュ ly distributed in a plane parallel

to its surface  ln this analysis,the overlap portion of one nber was approxilnated with the

square of constant、 、′idth  lt ttras clarined that,?-2nd formula of the overlap portion width is

added to number density function of the overlap portion,、、アhenever the overlap portion MIidth

exceeds the integral rnultiple ,P of the square width
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1.緒  言

短繊維強化複合材の剛性や強度といった力学

的特性はその内部構造,すなわち繊維の方向分

布や長さ分布に大きく依存する
1ち 繊維の横断

面が円と見なせる場合には,切断した複合材表

面を良く研磨し,表面に観察される繊維断面の

アスペクト比より,方向分布を求めるり。繊維が

結晶性を有する場合には複合材表面の繊維に

X線を照射したときの回折を利用して繊維方

向分布を測定する場合が多いの。繊維長さ分布

は複合材より繊維を抽出して測定される場合が

ほとんどであるが0,複合材表面にエッチング

をほどこし,繊維長さを測定した例も見受けら

れる5)。

複合材の内部構造を知ろうとする場合,以上

のように表面からの情報を用いるか,繊維を抽

平成 15年 12月 19日 受理
ホ
機械情報技術学科・教授

出する方法を用いるのがほとんどであったが,

近年,複合材表面下の繊維像をそのまま捕らえ

ることも可合ヒとなった。たとえば,超音波顕微

鏡を用いた例0や ,共焦点レーザ走査形顕微鏡

を用いた例分が報告されている。図 1は著者が

ガラス短繊維強化複合材を表面から超音波顕微

鏡で観察した写真である。図中の繊維 1の よう

に,複合材中の繊維には他の繊維が重なって,部

分的にしか観察可能でない。本研究では,他の

繊維が重なった部分を重なり部分と呼ぶことに

する。図からもわかるように,複合材表面下の

様相は,表面観察によって得られる像に比べは

るかに複雑で, このような像の利用はこれまで

ほとんどなされていない。

表面下の観察より得られる像の利用を目指し

て,著者は 2次元短繊維強化複合材や 3次元短

繊維強化複合材の表面下に観察される繊維のい

わゆる `可視部分'の長さ分布を求める法を提案

し8】9,超音波顕微鏡で得られた 2次元短繊維強
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Fig l  The scanning acOustic lnicrograph obser―

ved froni the cOmposite surface

化複合材の表面下の繊維像より繊維長さの測定

を行っているlω。さらに,3次元的な繊維配置を

持った短繊維強化複合材の表面下に観察される

繊維の先端の数が繊維長さによって変化するこ

とに着目し,短繊維強化複合材中の繊維長さを
測定する方法を提案しているIユち

本研究では,繊維の重なりを任意の位置をと
る四角形で単純化し,こ のモデルを使って,重
なり部分の長さ分布を解析的に誘導した。

2.繊維の重なりの単純化

複合材表面に対して平行な面内にランダムに

繊維が配向された短繊維強化複合材を考える。

すべての繊維の長さを 名ax,直径を″とする。

複合材を構成する母材は透光性を有し,複合材
表面より繊維が観察可能であるとする。図 2の

ように複合材を表面から観察して,注目する繊
維に他の何本かの繊維が重なっている場合を考

える。繊維の重なりを図 2の ように単純化する。

繊維が 2次元的にランダムに配向されたとき,

繊維が重なった部分の平均の幅 ιυはπ〃 2と

なる0。 本研究では,重なり部分を幅一定 (=ω )
の四角形で置き換える。繊維の先端に原点を持

ち,繊維の長さ方向を軸の方向とするχ軸を取

Fig 2  Silnplilication Of Overlapping on the liber

る。四角形の位置をその左側の辺のχ座標で表

すことにする。四角形は繊維の端 死=― ωから

端 χ=猛xま で,すなわち長さ 名ax+?l′ の範囲
内で任意の位置をとるものとする。重なり部分

について見てみると,一つの四角形のみが重
なっている部分 もあれば,複数の四角形が重
なって,幅 ωιの長方形を形成している部分 も
ある。長さ 名ax+御 の範囲には,全部で %。 個の

四角形が存在するとする。個数 %α はこの範囲

の上の任意の位置が観察可能であるか否かの確

率から,次式のように与えられる。

8ぞファ希axz
π2し′2 (1)

ここで,ぞノァは繊維体積含有率,zは複合材表面か

らの深さである。

3.重なり部分の幅

3.1 四角形が重ならない確率

最初に,力 個の四角形からなる幅 ωιの長方形

に他の %α―乃個の四角形 (幅 η)が重ならない

確率見 を求めてみよう。幅 初ιの長方形の位置

がχのとき,幅 して′の四角形がχ―ι
`′

～χ十″ιの

範囲,すなわち長さ ?′ィッι十夕の範囲になければ,

四角形は長方形に重ならない。存在する範囲の

長さの比較より,力 個の四角形からなる幅 ωιの

タワα
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長方形に他の %α―力個の四角形が重ならない

確率ら は

力=暢接〒緋)″
α々………(2)

となる。

3.2 四角形が単独で存在する個数

四角形に他の四角形が重ならず単独で存在す

る個数を考えよう。一つの四角形に注目すると,

この四角形がχ～χ十叛 の範囲に存在する確率

/1(χ )ダ先́は

折(χ)激
十ιl,

(3)

である。この四角形に他の四角形が重ならない

確率は,式 (2)の 力に力=1を ,切 に″ι=夕 を

代入して求められる。四角形は全部でηα個あ

る。以上の確率 と個数の積より,四角形がχ
～χ十ダ究́の範囲に単独で存在する個数 &1(χ )

叛 が求まる。すなわち

ぷ 翔蕨=洗 (糾 )彬

J力
⑭

四角形が単独で存在する個数分布 &1(χ )は

四角形の個数,存在範囲および四角形の幅の関
数となることがわかる。

3.3 複数の四角形からなる長方形の個数分

布

々個の四角形でできる長方形の幅が (%-1)?ι

～ηωの範囲あるとする(%=2,3,… ,力α)。 この

とき,長方形の左端がχ～χ十蕨 の範囲にあり,

幅が 初ι～初ιtt r′劣lι の範囲にある確率を元 (々初ι)

加励 ιと表すとする。九 (々ιιlι)蕨励 ιにはこの長

方形に他の四角形が重なるか否かは考慮されて

いない。

(a)%=2の とき 長方形の幅が ″～2″ の範
囲にある場合について考える。長方形を構成す

る四角形の個数 力が 力=2と き,長方形の左端
がχ～χ tt r〃χの範囲にある確率は式 (3)で,幅

が切ι～ωι十肋兜範囲にある確率は右側の四角

形の存在確率より

希ax+ω
》寛 ………………………6)

で与えられる。確率勇2(ωι)力′ωιは,式 (3)と

式 (5)の積より

勇2(切 )抗勿FK扁
≒ 棘「
″先″励 ι… …

“

)

となる。

二つの四角形でできる長方形の右側にもう一

つ四角形が重なってできる長方形の幅が 2″ 以

下であるとする。このとき左側の二つの四角形

でできる長方形の幅は″ιはω<″ι≦レlノιの範
囲にある。左側の二つの四角形でできる長方形

の幅 ″ιが ιlノ～″ιの範囲にある確率は,式 (6)

の物 を″ιと書き替え,ι l′l′ιに関して初～ιt,ι

の範囲でこの式を積分して求めることができ

る。求まった確率と式 (5)の積より,四角形の

個数 力が乃=3の ときの確率 /23(τ{′ι)歳励 ιは

ゑ ∽ 励 ι=器 肱励 ι…⑭

と求められる。

長方形が 力個の四角形からなるとき,確率兎々

(″ι)で′九́と′′歩lι は,同様にして以下のように求めら

れる。

/2カ (″ι)プχぜ′フιι ι=

1

一 ω

-2 ホax+τ lツ

(8)

ηa個 の中から力個とって順に並べる並べ方

は %α 1/(%α ―力)I通 りある。また,こ の長方形に

他の四角形が重ならない確率は式 (2)よ り求

めることができる。以上と式 (8)の積を力=2
から力=%α まで合計すれば,左端がχ～χ十加

の範囲にあり,幅が 吻～ι{′'ι十″″ιの範囲にあ
り,他の四角形がその端と重ならない長方形の

個数 &2(χ ,多で′'ι )肋励ιが求まる。すなわち

1
&2(χ ,ιιlι)肋′″ι三 %α !

%α ―

×

―- 17 -―
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)I(乃 -2)!

(9)



式 (9)は ,2頂定理を用いて変形すれば

&2骸 ,ιιlι l蕨励 ι=空塁
電 鋒 鈴 デ

止 壁

′九′肋 ι… … … … …… (10)

となる。

式 (10)よ り,長方形の幅 ωιが 切<ηι≦2ω

の範囲にあるとき,そ の個数分布 gc2(χ ,吻)は

長方形の幅 物 |こ よらないことがわかる。

(b)%=3の とき 長方形の幅が 2初～3初 の
範囲にある場合について考える。左端がχ～χ十

激 の範囲にあり,幅が 切ι～ωι十力υιの範囲に

ある長方形が 々個 (3≦乃≦%α)の四角形で構成

されているものとする。この長方形では,左か
ら′番目 (2≦ ′≦乃-1)の 四角形まででできる

長方形の幅が ιt1/ι が 少lプι―ιt,<ι l′

/洋
2τィブの範囲

にありぅ左から′+1番目の四角形まででできる

長方形の幅が ιィノ
〃
ιが 2ω ≦ω

〃
洋 ιl′ιの範囲にあ

るものとする。

左から′番目の四角形まででできる長方形の

幅が ″ιが 初ι―ω～2夕 の範囲にある確率少3ι蕨

は,式 (8)の
"ι

を″ιに,々 を′に書き替え

て,ιt′ιに関して 物 ν～ 2ぅィンの範囲でこの式
を積分して

-2ιィノ
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Ъ ί加′初ι=

(11)

… …(12)

式 (12)を ′=2か ら′=カ ー1ま で合計すれ
ば,力 個の四角形でできる長方形の幅が 2″

～3夕 の間で ιて,ι～初ι十′″ιの範囲にあり,左端
がχ～χ十蕨 の範囲にある確率拓 (々″ι)力励 ιが

求まる。式 (12)は ′三1で 0と なることを考慮

して

兎々(♭ιιl叛肋ι=遇 ?3んど′%′ιυι

1~(希
ax+ιィノ)力 (カー2)!

1 (を l′上-2夕 )た 2

+ι{′ (々 -2)!

十
ιイノιl(うイノι

~2ぅでノ十)々
ιl

(カー′-1)1(′ -1)!
と′χ′ιυι

(
× ― (カ ー1)(ιィブι-2″ )た 2

と求めることができる。

左から′番目の四角形まででできる長方形の

幅 タ
ア
ιが 切ι ω<″ι≦2夕 の範囲にあり,′ +1

番目の四角形 まででできる長方形の幅 ιl′
〃
ιが

2夕 ≦初
〃
ι≦ηιの範囲にあるときぅ力個の四角形

でできる長方形の幅が 切ι～ωι十″″ιの範囲に

ある確率 Ъ崩航訥 ιは,式 (11)に式 (5)を掛
け,″ιを切

′
とに書き替えて,″ιに関して 2″

～″ιの範囲で積分し,求 まった式に同様のこと

を繰 り返すという操作をカー′-1回行い,最後
にまた式 (5)を掛けることにより求まる。

十 (初ι―初)た
2)ダ先″笏ι

… …(13)

%α 個の中から力個とって順に並べる並べ方

は %ε !/(%α―力)!通 りある。また,こ の長方形に

他の四角形が重ならない確率は式 (2)よ り求

めることができる。以上と式 (13)の積を,々 =
3か ら 三々%α まで合計すれば,左端がχ～χ十歳

の範囲にあり,幅が ηι～御ι十力υιの範囲にあ
り,他の四角形がこれの端と重ならない長方形
の個数 &3(χ ,物 )肋し′勿ιが求まる。力=2の とき

式 (13)は 0と なることを考慮して

&3徹 ,の波励ι=遷〆お々(め激励ι

ι二
十初
ιl

8́ι

`′

先́=
希ax+初(′ ―

_ηι(%α -1)十~(希
ax+初 )力
α
t

― (%α -2)

× (ι lノι~2tt,)(希 ax-2ι lノ )″
α3

-(名 ax-2″ )力α2

十 (名 ax― ιィノ)″
σ2 蕨′ιυι

……。(14)

}

式 (14)よ り,長方形 の幅 ωιが 2″ <″ι≦

3夕 の範囲にあるとき,その個数分布 &a(π ,″ι)
は長方形の幅 ιィノιの 1次式となることがわかる。
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(c)%の とき 長方形の幅が (%-1)初～%初
の範囲にある場合について考える。左端がχ

～χ十歳 の範囲にあり,幅が 切ι～ωι十″′ぅυιの範

囲にある長方形が々個 (%≦力≦%α)の四角形で

構成されている。長方形の左端がχ～χ十歳 の

範囲にあり,幅が 初ι～ιて,ι十′″どの範囲にある確

率九 (々″ι)叛励 ιが次式で表されるものとする。

(17)

と求めることができる。

左から′
′
番目の四角形まででできる長方形

の幅 ιて′
rι

が ιて
'ι

―ιィノ<ιて′'′ι≦ (η -1)ιl,の範囲にあ

り,′
′+1番 目の四角形まででできる長方形の幅

″〃ιが (2-1)ι {′ ≦ν
″
ι≦物 の範囲にあるとき,

力個の四角形でできる長方形の幅が 初ι～切十

冴ηιの範囲にある確率 ?zた r蕨励 ιは,式 (17)
に式 (5)を 掛けιて′とをιィノ

ア
ιに書 き替 えて,″ι

に関 して (η -1)ιィプ～ωιの範囲で積分 し,求
まった式に同様のことを繰 り返すという操作を

―々′′-1回行い,最後にまた式 (5)を掛ける
ことにより求まる。

ゅ 崩物 肋 ι
三

(希 aX+η )力 暫

(-1)と
1

(′

ア
ー′)!(′ -1)!

1

(-1)ι

九 (々ωι)と叛′″ι=
名ax+ιl′

Σ

カー1

[ (々 ―′ I

冴″冴ιυι
(ωι―′初)′

?2

(′ -1)!

(15)

式 (15)は %=2の とき式 (8)に , η=3の と
き式 (13)に なる。したがって,式 (15)の 2

にη-1を 代入 した式か ら出発 して,式 (15)
が得られれば,力 (々ωι)蕨励 ιが式 (15)で表さ

れることが証明される。

この長方形では,左から′′番目 (%-1≦ ′
′≦

乃-1)の 四角形まででできる長方形の幅が 切ι―

″～ (%-1)初 の範囲にあるもの とする。さら

に,′
ア+1番 目の四角形まででできる長方形の幅

が (%-1)ι {′～ιィッιの範囲にあるものとする。左

から′
′
番目の四角形まででできる長方形の幅

が η
′
ι～″ι十励晩 の範 囲 にあ る確率 は,式

(15)の %を %-1に ,力 を′′に書き替えて

×

|      (カ
ーチ
′-1)!

×(pι―(η -1)ι lノ }力
~rl

+力
芝年

17巧
弩陥譜た戸v

×{(%―′-2)ι {ノ )r+を
1

×{ιイノι~(%~1)ιて,}た
~〆 ど1]滋プωι
・・……(18)

I((ヶl一′-1)lυ }rl― ((′ l―′-2)lt)′
]

(-1)ι
】

(〃
―ブー′-1)!(′ -1)!

式 (18)で カー′
アー1=ブ とおけば

σれ々ι′′先ガ″ι三 ?′ 2々/冴励 ι
元 w(νり蕨励

′
ι=て
罵顧キ砺万

ァ梃礼
(-1)卜

1

(′

′-1)(η′ι一′w)r2 (hax+ltl
×

(′

′
一′)!(′ -1)!

蕨′ω′ι… …… … … … (16)

左から′
′
番目の四角形まででできる長方形の

幅 して,アιが ″ι―ι{ノ <″ι≦ (η -1)?′ィッの範囲にある

確率少μ
/と′χは,式 (16)を 初

′
ιに関して ″ι―初

～ (%-1)夕 の範囲で積分して

少′ιι′蕨=(名
ax+″)r暫 [(1)卜

1

×
            ]瀦

×{(%― ′-2)ιィノ}々 'ブ
2

×{初ι―(,?-1)夕 }JJ]ダ先〃ωど
…,(19)

F l′t

十ゲ十ブー

′ ltl

×{ιて′lι―(%-1)ι lノ }'

十
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式 (19)を ブ三0か らブ三 ―々′-1ま で合計すれ
ば,力 個の四角形でできる長方形の幅が (%―

1)ω～ %ιィンの間で物～″ι+′″ιの範囲にあり,

左端が死～χ十力 の範囲にある確率力ヵ(ωι)

ダχ′フιイノιが求まる。すなわち

九″(切 )蕨あ″ι=呂 ?′ ,ι力/洗″″ι

(希嵌十1tl力畳(Dn

X[1立型
仔 当 響 許 粋 号 俳

生 生

|(η
―テー2)ltキイ(ltl― (ナ +1)ltl々 卜2
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%α !

他の四角形が重ならない確率は式 (2)よ り求

めることができる。以上と式 (15)の積を,々 =
%か ら力=ηαまで合計すれば, 左端がχ―χ+
城 の範囲にあり,幅が ιてノι～″ι十冴″ιの範囲に
あり,他の四角形がこれの端 と重ならない長方
形の個数 &〃 (χ ,″ι)叛励 ιが求まる。

&″ (χ ,切ι)蕨′ωι

[(希 ax+1)2α
Σ (-1)ι

 l

一
   ]み 激町

… …(20)

式 (20)の大カッコの中の第 1項の ′に ′十

1を代入すれば,第 2項 と同一になるので,第 1

頂および第 2頂の合計は

×蛍生弓豊巽霧鈴幾病計と上]♂先́励ι
… …(23)

式 (23)で 力と′の順番を入れ替える。ここで

Z            =0
となることを考慮して

諒 猛め 賜 ι
苅 為 淀 器 か 骸 つ

X     〕賜 ι

(カ
ーイー2)|′ |

1  (ι モノι― ιl,)々
2

″χ′′ιしι・……'(21)

となる。第 3項の合計は

(名ax+ω )々暫(1)卜
1

(希ax+うでノ)た (乃 -2)!

(乃 -1)(?′ l,ι―(′ +1)初 }々 '

(′
-1)!(η。一′)I

×(ι l′ι―力υ)ι
2(希
aX~′″)″

α ι l

刈働α nlll十げ DttЖ I仰αい刺]励時

… …(24)

長方形の幅が (%-1)初 ～η夕の範囲にある

場合,左端がχ～χ+滋 の範囲にあり,幅が 初ι
～ηι十′″ιの範囲にあり,他の四角形がこれの

端 と重ならない長方形の個数分布 &4(χ ,″ι)が

式 (24)の ように得られた。この式より,長方
形の幅 ιてフιが (%-1)ιィプ<ι x′ι≦%初 の範囲にある

とき,長方形の個数分布 &〃 (χ ,初ι)は ″ιの %―
2次式で与えられることがわかる。

4.結  言

本研究では,表面から内部の繊維が観察可能
で,繊維が表面に平行な面内でラングムに配向
された短繊維強化複合材を表面から観察したと

きの繊維の重なり部分の幅を解析的な手法によ

(-1)ι
l

×

[
冴″″ιυι

1~(希
ax+ι lノ )々

(カー′-1)!′ !

Σ (-1)卜 1

(22)

式 (21)と 式 (22)を力日え合わせると

九々(のみプ′ιでノι一砺ボ覇ァ暫[(1)卜 1

×
(カー′))I迎稼 聖 祥

上
]蕨
励 ι

となり,こ れは式 (15)と なる。式 (15)の %

に %-1を 代入 した式か ら出発 して,式 (15)
が得られ,九 (々″ι)激励 ιが式 (15)で表される

ことが証明された。

%σ 個の中から力個 とって順に並べる並べ方

は %α !/(%α―力)!通 りある。また,こ の長方形に

(第差粋P箸F物励ι
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2次元短繊維強化複合材を表面から観察したときの繊維重なり部分の幅に関する確率論的研究 (鈴木)

り誘導した。得られた主な知見は以下のとおり

である。

(1)繊維の重なり部分を幅一定の四角形で近
似した。

(2)繊維が単独で重なることを近似した四角
形が単独に存在する場合の個数分布は四角形の

個数,存在範囲および四角形の幅の関数 となる
ことがわかった。

(3)重なり部分を近似した長方形の幅が四角
形の幅の整数倍 %を超えるたびに,長方形の個

数分布は四角形の幅の %-2次式が加わる形で

表されることがわかった。

本研究の一部は平成 13,14,15年 度文部科学

省科学研究費補助金基盤研究 (C)13650098

(研究代表者 鈴木 寛)に よったものであるこ
とを付記し謝意を表する。
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