
倒立振子のモデ リングと制御

松 坂 知 行
ホ

Modelling and Silmulation of an inverted Pendulum

Tomoyuki MATSUZAKA

Abstract

This paper presents the modelling and control of an inverted

pendulum.  First,dynaΠ lical equations of an inverted pendulum and

then state space equations are derivedo  Second,a pararneter estilnation

method of systen■ is proposed.  Using these parameters, the controller

based on eigen value assignment is described.  Finally, silnulation

and experilnantal results are compared.  Although some disagreement

due to mechanical friction was observed,both results allnost agreed.

l。 ま え が き

倒立振子 とは、自由に左右走行できる台車の上に振 り子の下側を止め、台

車をを制御することにより垂直に倒立 させるものである。その原理は、台車

の位置と振子の角度をセンサーによって検出 し、その信号をコンピュータに

入力 し、その値に応 じた制御電圧をサーボモータに加え、台車の位置を制御

することにより、振子を例立 させるものである。本稿ではまづ倒立振子のモ

デ リングを行 うため状態方程式を導 く。 これらの状態方程式にはいくつかの

未知パラメータが含まれるので、これ らの未知パラメータの推定方法につい

て述べる。従来未知パラメータの推定方法には、種々の方法が提案されてい

たが、本稿ではこれ らの方法を実験的に検討 し、これをもとに新 しい推定式

を提案 し妥当なパラメータを推定することができた。つぎにこれらのパラメ

ータをもとにして制御則を導 き、実際の制御を行った。

平成 2年 12月 15日 受理

* 情報 システムエ学研究所教授

-35-



2.倒立振子の制御系の構成

図 1は倒立振子 とその制御装置を示す。図示のとお り台車、振子、台車の

位置を検出するポテンショメータ、振子の角度を検出するポテンショメータ、

タイ ミングベル トを介 して台車を左右に移動 させるサーボモータ、センサの

入力を取 り込むA/D変換器、制御量を電圧に変換するためのD/A変換器、

サーボモータに制御電圧を加えるためのパ ワーアンプ、制御則を計算する

PC-9801VX21か ら構成 される。A/D、 D/A変換器はそれぞれ12bitの もの

を用いている。また台車の移動を制限するため左右の端には リミットスイッ

チを設け、これを超えて台車が移動 しようとした場合には、サーボアツプの

制御電圧を遮断するように している。

振子

角度検出
ポテンショメータ

プー リ,

サーボ

モータ

位置検出
ポテンショメータ

増速ギヤ

図 1倒 立 振 子

Fttg。 l lnverted pendulum

3.倒立振子の運動方程式

図 2に台車 と振子に働 く力の関係を示す。 この図から運動方程式モデを導

くと以下のようになる (1)｀ (2)、 (3)

PC-9801

VX 21
A/D
変換器

A/D
変換器

D/A
変換器

タイミングベルト
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図 2 台車 と振子にl動 く力

Fig.2 Forces acting on a moving car and a pendulum

-
r

3.1 振子および台車の運動方程式

台車の水平方向に関 して

Ml++μェ辛=F H
振子の回転方向に関 して

J乎 +ε ―
岩許

=YLsin θ一IILcos θ

振子の水平方法に関 して

m dt2(■ +Lsin θ)=H

振子の鉛直方向に関 して

m dt2(Lcos θ)=V一mg

ただ し

■ :台車の変位

θ :振子の傾角

Ml:台車の質量

μl:台車の摩擦抵抗
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F:台車に作用する力

m:振子の質量

」 :振子の重心まわ りの慣性モーメン ト

L:振子の重心 と支軸間の距離

H:振子の台車の接合部に働 く水平抗力

V:振子の台車の接合部に働 く鉛直抗力

g:重力加速度

ε :振子の支軸の摩擦係数

3。 2 駆動系の運動方程式

図 3に サーボ系の構成を示す。 これより以下の運動方程式が求められる。

サーボモータ

プーリー

TTm

ω ln ω

角度検出
ポテンショメータ

位置検出
ポテンショメータ

図 3サ ー ボ 系

Fig.3 Servomechanlsm

(a)直流サーボモータの駆動方程式

サーボモータの駆動方程式は以下のようになる。

υ=Rai+Kso m
Tm=Kti

ただ し

υ :サ ーボモータの制御電圧

i:電機子電流

Ra:電機子抵抗

Ks:速度定数

Kt:ト ルク定数

徳)

(6)

Pc-9801

VX 21
A/D
変換器

A/D
変換器

D/A
変換器

パヮーアンプ
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Tm:モ ー タの トル ク

om:モ ータの角速度

(b)プ ー リの軸回 りの運動方程式

プー リの軸回 りの運動方程式は以下のようになる。

T=I―
寺計

十 fω +rF

こ こで

I:プー リ、モータを含んだ慣性モーメン ト

F:摩擦係数

r:プー リの半径

F:台車に作用する力

T:プー リに作用する トルク

ところでパ ワーの伝達の法則 よ り

てυmTm=OT
こ こで

rD m

―
=n

ω

(7)

(8)

とお くことによ り(7)式 より

F=― ÷烏汁―÷ο+手

=氏υ―峠+モ斜)ω
二÷辛

一方

d33

dt=rω
となるから(1)式 に⑬)、 QOl式 を代入すると

飩1+■ )辛十(μ l+手十ギ尋 )キ =

９

　

　

　

⑩

nKt

r Ra
υ― H   囲

となる。

こ こで

M=M二 十
与

μ=μェ+■十場排
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G=ギ
素子

とお くと硼 式 は

M=井 +μ
嗚予

=Gυ ―H                  ∽

また振子 を除 くと

m=0
よ り(3)式 か ら

H=0
となるか ら⑫式 は

“
(s)_   G

υ(s)~s(sM+μ )                &9
とな り、 これがモータ制御電圧 か ら見た、振子 を除いた台車系の伝達関数で

ある。 また (1)式 とり 式 を比較す ると

F=Gυ                             囲

となることがわかる。

4.状 態 方 程 式

いま平衡点の近傍で線形近似を行 うと

sin θ〒子θ、 cos θ〒子1

とな り俯)、 141式 は

m幸 十mL埓
許
=H

V一 mg=0

となる。 ここで的、的、団 式をり、修)式 に代入すると

(mttM)堤
諄昇

+u→
≒|十

mLギ
そ兵

=Gυ

mLキ +α+mL2)宰 十 ε¥=mgL θ

となる。 ここで

庁 王1,θ =■ 2,寺 =X3,嗚
特

■4

とお くとは81、 い 式は

(mttM)」
者警

二十 mL→
釜

生=Gυ 一 μ

“

3

mL等 +αttmL2)等 =mgLtt εれ

的
　
　
∽
　
明

　

　

明

　

り
　
　
　
側
　
　
　
卿

　

∽

―-40-―



よって

０

　

０

　

　

０

△

(m+M)mgL
Δ

G

l

0

―μ(」+mL2)
Δ

mLμ
Δ

0

1

mLε
△

― ε(m+M)
△

０

　

０

_m2L2冨
¢31

側

A=

B=

0

０

　

０

mL2)(J十

△=(mttM)」 十mML2
とお くことにより

上 =A″ +Bυ

を得 る。 ここに

″ =(■ 1,■ 2,■ 3,■ 4)t

5.パ ラメータの推定方法

本節では倒立振子のパラメータの推定方法について述べる。例立振子の制

御の可否は妥当なパラメータを如何に推定するかにかかっていると云っても

過言ではない。パラメータの推定方法にはい くつかの方法が考えられる。以

下代表的な方法を取 り上げ、比較 してみる。

(a)各要素の推定値を積み上げてシステムのパラメータを推定する方法

この方法は台車の質量、振子の質量などを実測 し、振子の慣性モーメント

は公式 mL2/3に より求め、摩擦係数などはバネ汗などで求める。 このよう

にして求めた個々の推定値を積み上げてシステムのパラメータを推定するも

のであるが、このようにして求めた値は、現実の値とかなり異なっているこ

とが多い。この原因は、台車の質量にはベル トの質量を、また振子の慣性モ

ーメン トには、支持部の慣性モーメントなどを加える必要があることなどの

ためである。 したがってこの方法では制御に必要な精度でパラメータを推定

することは困難である。

的

　

　

的
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(b)数理モデルのパラメータの当てはめから推定する方法

まづ振子の慣性モーメン トは以下のようにして求める。支持部を含めて通

常の振子として月期を測定 し以下の公式で慣性モーメン トを求める。

Tp=々
T                      卿

ここで Tpは月期であり、これを実測することにより慣性モーメン トJがわ

かる。また振子の振幅の減衰率からεを決定できる。
つぎに台車系のパラメータを推定する方法を述べる。その一つは振子をは

ず し、一定の電圧をサーボモータに加えて レール上を走行させる。するとこ

の時の速度は

υ2=Kc(1-et/r)                      出
で示される。 ここで Kcは定数、 τは時定数である。つぎに既知の質量M*を
加えて同様の実験を行い、この時 τホなる時定数が得 られたとすれば

(MttM*)/M=τ */τ                    99
となり、これよりMを求めることができる (2)。

しかしこの方法を実際にやってみるとサーボモータの駆動力が大 きいため、

時定数の差を求めることは困難であ り、実際的ではない。台車系のパラメー

タを求めるもう一つの方法は 19式の伝達関数を用いる方法である。いまい

式を以下のように変形する (4)、 (5)。

x(s)_  G
υ(s)~s(sMtt μ)

Km

130s(1+sT)
こ こに

吼α=Gμ ,T=M/μ                   e→

十 ″

υ

図4 台車のブロック図

Fig.4 [lockdiagram Of a moⅥ ng car

いま図4の ように台車のサーボ系を構成 し、既知の利得 Klを前段に加える。

また位置をフィー ドバックする。このように制御系を構成すると入出力間の

伝達関数は

Kl
s(1+sT)

Km
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〓Ю一υくｓ＞
Klkm

KlKm+S+S2T

o n2

S2+2s ζ Ontt ωn2

こ こで

ま た

とおくと

てυn=

On=

oO=2π /TO

17お
(lKm/T, T/KlKm1

⑫
　
　
　
⑬

　

　

∽
　
　
∞
　
　
　
∽

　

∽

ζ 2T

が得 られ 09式 よ り

T=考

Km
。n2T

Kェ

となる。

以上の式 より以下の手順でパラメータの推定が可能である。

① 系にステ ップ入力を加え、Klを 調節 して振動系にする。 この振動状態

からを求める。

② 振動月期からTOを求める。0つ 式よりを求める。

③ 051式 よりを求める。

④ l⑥、0り 式 よりT,Kmを求める。

⑤ O→ 式よりμ、Mを求める。

以上ですべてのパラメータを推定できる。表 liよ実測から得られたパラメー

タおよび上記の方法で推定 したパラメータである。また行列 A、 Bの値は

0     0        1       0

0     0        0       1

0  --1.34  --81.56    0.15

0   16.72   122.35  -1.88

B=

となる。

6.コ ン トロー ラの設 計

コン トローラは図 5の ような状態 フィー ドバックを用いて構成する。 この

時制御力は

A

0

0

10.6

10.6
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υ=kα

k=(kェ ,k2,k3,k4)                 1381
で示 されるので状態フィー ドバック制御系は

キ
=(A+BIK)″                                    1391

となる。1381式 をもとにして極配置法により状態 フィー ドバ ック利得 Kを 決

定できる。すなわち (A+BK)の 個有値の実数部がすべて負ならば安定な

制御系を構成で きる。具体的な個有値の計算は

l sI― (A+BK)|=0                       は0

の根を求めることによって可能である。この方程式の根を指定する (極配置 )

表 1 倒立振子のパラメータ

Table l Parameters of inverted pendulum

台車の等価摩擦係数 μ

減衰係数 ζ

電圧利得G
位置利得 Kl

振子の摩擦抵抗 ε

振子の慣性モーメン ト

振子の長さ

振子の質量

名 称

台車の等価質量M 17.37 [kg]

55,48 Ekg/s]

0.21

20.09 [kg/V]

50

0.049 Ekgnr/s]

0.831x10-3[kgゴ ]

0.2 [m]

0.07 [kg]

ノミ ラ メ タ

状 態 変 数

制 御 力 υ

図 5 コン トローラ

Fig。 5 Controner

π

〔υ

・
″

九
σ

倒 立 振 子

た=A″ 十Bυ

一
　

一
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と状態フィー ドバック利得Kが得られる。個有値の実数部の絶対値を大きく

と応答性は良 くなるが、大きな制御力を必要とし、サーボ増幅器の飽和を招

くので注意 しなければならない。また個有値の実数部の絶対値を小さくする

と、制御力は小さくてすとが応答性は悪 くなる。そこで極配置をする場合に

は 5節で決定 したパラメータをもとにシミュレーションを繰 り返 し行しヽ、妥

当な状態フィー ドバック利得Kを決定する。

以上の議論はすべて連続系で行 ってきたが、実際の制御は離散系である。

したがって厳密には、離散系の制御理論を適用 しなければならないが、サン

プ リング月期を十分短 くすれば連続系の制御理論が適用可能である。また状

態 11, ■2は セツサにより直接観測可能であるが、状態 x3, X4は観測で き

ない。そこで通常はオブザーバにより未知状態を推定する。 しか しサンプ リ

ング月期が短ければ

dI
X3=T

I(k)一 I(k-1)
Δ t

dθ
■4=dt

θ(k)一 θ(k-1)
△t

で近似可能である。

表 2は以上述べた方法で求めた個有値および利得である。

7。 実 験 結 果

実験に用いたパソコンは数値演算プロセッサを登載 したPC-9801VX21で

ある。数値演算プロセッサを登載すると、数値演算プロセッサ無 しの場合に

比較 して約10倍 の演算速度が速 くなり、サンプリング周期の短縮に役立つ。

またA/D,D/A変換器はいずれも12bitの ものを用いている。また制御プロ

グラムはC言語で記述 した。表 3は、表 2で指定 した個有値に対する実験結

果である。個有値の実数部の絶対値が大きくなるにつれて応答性は良くなる

が、無駄な動きが多 くなり駆動部に負担がかかり機械的なガタがでて くるの

で適当な値に設定する必要がある。また平衡点付近で動作 している場合、制

御偏差が小さくなるため、狭械的摩擦が大きいと見かけ上不感帯が生じ、利

得を線形にしておくとこれに打ち勝つ制御電圧が得られないため、振子はフ

ラフラした倒立挙動をする。これを補償するために平衡点付近で1よ利得を高

くするようにソフ トウエアで工夫をした。
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3

つ
わ

ケース

Яl,兄 2=~5± 5j

兄3,Я 4=~7± 2j

ス1,兄 2=~4± 5j

ス3,兄 4=~3± 2j

兄1,テ 2=~2± 2j

ス3,ス 4=~4± j

指定個有値

kl三=62.41

k3==31.59

k2=81。 98

k4三=13.29

kl三三12.55

k3==ll.05

k2三=35。 67

k4= 5。 41

kl=3.20
k3== 5.88

k2こ=22.63

k4== 3.57

禾」 得

表 2 極配置法で指定 した個有値 と利得

Table 2 Gains obtained frOm ettgen value assignment

表 3実 験 結 果

Table 3 Experimennttt results

3

つ
々

ケース

応答性は非常によく、外乱による立ち

直 りは早いが、無駄な動きが多い。

応答性がよく無駄な動きが少ない。多

少の外乱に対 しても安定

制御力が小さく応答性が悪いが外乱に

対 しても安定

実 験 結 果

図 6は位置、振子角度の実測値と不感帯を考慮 したシミュレーションとの

比較である。制御開始の時点では近い値になっているが、平衡点付近に達す

ると機械的摩擦、摩擦のヒステ リシスのためずれが大きくなっていることが

分かる。この時の個有値、利得はケース2の場合である。またサンプリング

時間は3.66msで ある。サンプ リング時間を大きくしてゆ くと次第に不安定
になり40msで制御不能となった。

なお未知状態変数 x3, X4の推定にオブザーバを組み込んで制御 してみた

が、差分式で計算 した結果 と大きな違いはなかった。

8.結  論

以上倒立振子のモデ リング、パラメータ推定法、実際の制御結果、シミュ

レーションとの比較を述べた。得 られた結論は

(a)制御系の設計を行 う場合、パラメータの推定が最 も重要である。 この方

法 としては積み上げ方式 よりも、数理モデルに基づいたパラメータ推定
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法が妥当である。 とくに振子の慣性モーメン トの推定が重要で、本実験

では公式で計算 した値 と比較 して一桁違 った結果が得 られている。

また台車のパラメータの推定式を提案 した。

(b)サ ンプ リング月期が制御系の応答に比べて十分短ければ、連続系の理

論で取 り扱える。本実験では 3～30msで安定な制御が行われた。

(c)機械系の摩擦のため平衡点付近では、不感帯が生 じるのでこれを打ち消

す工夫が必要である。

め

実沢‖値 (

シミュ ― シ ョ ン 位置)

〇
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0
∞

10

図6実 験 結 果

Hg.6 Expettmental results
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