
The Problenl of a W【 etal Disc Capacitor

Shigeru OHKURO

Abstract

The analytic solution of a metal disc capacitor is clariFied
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1.は じ め に

厚 さ 0で半径 αの 2枚の金属円盤の各々の

中心軸が一致するように距離 2Lだけ離して平

行に置いたコンデンサーを考える。中心軸を z

軸に取 り,対称の中心を原点とする円柱座標系

(p,9,ぇ)を取る。この様な場合の静電磁気学は

既に研究されているが,解析的に単純で完全な

表式を得ることに成功した人は未だいないよう

である。

ここでは我々に依る,問題の対称性をフルに

利用した偏微分方程式の解法の試みについて述

べたい。

ぇ=Lに ある 1個 の帯電金属円盤 による点

(p,望,z)の ポテンシャルはWeberの解 0(p,

)々を 用いて次の 0± で与えられる
1)。

の±=0(ρ ,々土L)

=±互 sin~1
α

[7(l。
__α
)2+ (z」こと)2_十 V′ (ρ

―卜α)2_|(々 十L)2]

ここで,?は 1個の円盤の電荷である。
そこで我々の問題の対称性から,々 =± Lに あ

る2個のそれぞれ±?に帯電した金属円盤によ

る点 (p,9,z)の ポテンシャル F(ρ ,z)を
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F(ρ ,え)=F(ρ ,え ;L)

=4(ρ,z)0~十 B(ρ ,ぇ)0+

の形に仮定して未知関数 A(ρ,z),B(p,芝 )を微

分方程式,境界条件,対称性から決定すること

を試みる。

まず外部で Laplaceの 方程式

∠(ρ ,か 0± =0(ぇ =平 Lの 円盤の外で)

を満たす。ここで,Z(▲〕は円柱座標系での La

place演算子のうち,っ によらない部分である。

境界条件は

z=Lで A(ρ,L)=1,B(ρ,L)=0
定=― Lで A(ρ,一 L)=0,B(p,一 L)=1

である。この小論では,一番簡単な場合 として

A(ρ ,ぇ),B(ρ ,か が ρに依 らない場合を考察し

た。従つて以下では A(z),B(え )の 記号を用い

る。ポテンシャルは

F(ρ ,定)=F(ρ ,え ;L)=A(々 )0~十 B(2)0+

となる。次の対称‖生を使おう。

F(ρ,Tz)=― F(p,々 )

(2つの円盤の外で)

これから次式を得る。

[A(―定)+B(定 )]の
十+[A(2)十 β(一 z)]0~=0

(2の円盤の外で)

任意の ρ (ρ >α )に対 してこの式が成 り立つた

めには
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A(―ぇ)十 B(定)=0

でなければならない。即ち,

β(々)=― A(― )々

が得られる。

ポテンシャルが Laplace方 程式を満たす こ

とから次式を得る。

(A〃 0~+2A′ 0万)十 (B〃 0++2β
′
0す)=0

(2つの円盤の外で)

ここで A′ ,4″ ,Bア ,B″,のすは

パ =學 ,A″ =響

μ =学 ,B〃=響

の
±_∂ 0(p,々 ±L)

この積分を解析的に表現することには今のとこ

ろ未だ成功していない。この方向の研究は次回

に廻して,以下では円盤上の電荷密度について

述べる。

3.電荷密度と境界条件

+?に帯電した円盤の電荷密度 σ(ρ)は上の

微分方程式から得られる式

Aア (2)=
C
(0)2

により,次のようになる。

メD=―券Ψ
―券謗(C得)2任十[1/sh」

[                                    ]]}

~~ v′α2__ρ 2 }      =σ (ρ ; α, ヱ3)
積分定数 Cは円盤の全電荷が ?であるという
条件で決まる。

ここでは A(々)と B(々)が独立ではないこと

から,簡単化して次の微分方程式で 4(々)を 決
めることにするd

A〃 0~+24ア OF=0

これは容易に解けて次式を得る。

巾 =C/洛十D
=c(考

)2.

Z~  
稜

で与えられる。

十つ

2.微分方程式と解

滋

σ=イ
ασ(ρ)ρカ

1前
」

[

蕨

7χ
_(p2+α 2)arCSin2 2α

Vχ -2α ptt Vχ +2αρ

+Z)

ここで C,Dは 2に依らない積分定数である。

さらに 2つの金属円盤上では,電位を ±yと

すれば次の境界条件を満たす必要がある。

F(p,L)=7  (0≦ ρ≦α)
F(p,一 L)=― y(0≦ ρ≦α)

4.結  論

同じ半径の金属円盤のコンデンサーの静電磁

気学を円柱座標系を用いて考察し,解析的な表
現を目標として定式化を試みた。我々はその過

程で種々の簡単化のための仮定を導入した。こ

れらの仮定は問題の対称性に基づいたものであ

り,コ ンデンサーから離れた所 (ρ >α)では良い

近似になっていると考えられる。ここでの我々

の条件を 1つずつ緩めていくこと,及びコンデ

=;(影
)2.
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ンサーの内部のポテンシャルの正確な解析的表

現を求めることは今後の目標としておくめ。

我々の問題は最近,癌の温熱治療などに於い

て重要性をもっているものである
0。
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