
冗長 2進数系に基づ く演算回路の速度とチップ面積

苫 米 地 宣 裕
半

Consideration On the(Эperation Speed and the Chip Size of the Arithmetic

Circuits Based on the Redundant Binary Number System

Nobuhiro ToMABECHI

Abstract

ln this paper,the arithmetic circuits based on the redundant binary number systeHュ are compared、 ,,ith ones based

on the usual binary number syste■ュfroni the vieM/points of operation speed and chip size  FolloM/ing results are

obtained,where/ヽ「denOtes the length of digits and the ratio shows the value of the redundant binary arithmetic

circuits divided by that of the usual binary arithmetic circuits  (1)The ratio of chip size is about 4 times and is

independent on the type of circuits and the value of Ⅳ   (2)The ratio of OperatiOn speed of the adder isハ「times

(3)The ratio of operation speed of the multiplier is N times when pipelining operation is available,and is 3ハ 71og2

(PV)times when pipelining operation is unavailable
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1。 ま え が き

冗長 2進数系 [1]は ,多桁の加算 (乗算も部分積の加
算となる)において,桁上げが桁の長さによらずただ 1回

しか生じないという特長を有しており,暗号演算のよう
に桁数が極端に多くしかも高速性が要求される演算に適

している。一方,冗長 2進数系には,通常の 2進数系に

'ヒ

較して回路の規模が大きくなる,あ るいはLSI化した

ときのチップ面積が大きくなるという問題点も存する。

このため,冗長 2進数系を実際のシステムに応用したと
いう報告はあまり多くないようである。

本稿では,冗長 2進数系と通常の 2進数系の比較を,演

算速度と回路のチップ面積の観点から行った。その結果,

次のような知見が得られた。桁数をNと表すと,冗長 2
進演算回路は通常の 2進演算回路に比較して,チ ップ面
積が回路の種類や 立ヽ

アの値によらず約 4倍 となる。演算速

度は,① 力日算回路についてはN倍,② 乗算回路につ
いては,パイプライン処理が口∫能なときはN倍,パイプ
ライン処理ができないときは 3い71og2(N)倍 となる。

2.冗長 2進数系の定義と演算

冗長 2進数系は,1桁の値を1,0,-1の 3つの値で表
す数体系である。この表現をとることにより,力日算にお

いて桁上げが複数の桁にわたって次々に伝播することを

防ぐことができる。すなわち,各桁の加算を行うとき,一

つ下位の桁からの桁上げが発生する可能性があるか否か
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を調べ,桁上げが発生する可能性がある場合には,その
桁の値を0,ま たは-1と することによって,連続桁上げ
の発生を防ぐことができる。

本稿では,冗長 2進数をχ*の ように記号 *を付けて表
す。以下,簡単のためχ*は正の整数に限定して論ずる。
1桁の冗長 2進数χ*は 2ビ ットで表される。これを,χ *

=(χ +,χ
~)と
表記し, かつ,(1,0)=1,(0,0)=0,(0,

1)=-1と 対応づける。
冗長 2進数χ*,夕 *の加算は,表 1に従って行われる[2]。

すなわち,

① 桁 (ゲ ),(ゲー1)で,表 1に基づいて中間和 Zヴ*と

桁上げ C*ど を求める。

② 中間和 ゑ*と 下位からの桁上げ Cた 1を加算し和
出力 S*Jと する。

表 1の構成より,② の演算では,桁上げが連続しない
ことが分かる。従って,多桁の加算は,桁数によらず,1

表 1 冗長 2進加算

被加数 中間和
Z*J

1

0

0

1

-1

0

-1

-1

0

-1

-1

1

桁上げ
C*ど

-1

-1

1つ下位の桁
π*J-1, ノ

*ど
-1

両方とも非負

少なくとも一方負

両方とも非負

少なくとも一方負

加数

ノ
*ど

-1

0

-1
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図 1 冗長 2進加算器の回路

被乗数
死
*

桁の力日算と同一の演算時間で終了する。

冗長 2進数 χ*,夕 *の乗算は,通常の符号付き乗算の要

領で行われる。すなわち,1桁の乗算は表 2の ように行わ

れる。多桁の乗算は,各桁ごとに符号付き乗算を行って

部分積を求め, この部分積の加算を行って求める。この

とき,加算では前述のように連続桁上げが発生しないの

で,乗算の演算時間は次のようになる。
N桁の乗算時間=1桁の乗算時間十部分積加算の段数

×1桁の方日算時間

3.冗長 2進加算回路・乗算回路の構成

3。1 冗長 2追加算回路

1桁の冗長 2進加算器 (以下,冗長 2進 FAと いう)の

入力をχ
*ど =(χす,χテ)お よび夕

*ど =(ガ ,グ),一つ前の桁
の入力 をχ*ど 1=(χ

十
卜1,χ ど1)お よび夕

*,1=(ダ十ど1,

夕
~卜
1),中 間和を Z*ヶ =(Z十ぢ,z―」),桁上げ出力を C*ゼ =

(c十らC~つ ,~つ前の桁の桁上げ出力をC*,1=(C十ど1,
C~卜1),和出力をS*ど =(S十ど,s―っと表す。表1よ りZ*ぢ ,

('*ぅ S*ど はそれぞれ次のように求められる[3],[4]。 た

だし,+は OR演算を表している。

こ/=χ +ぢノ
十
どノど十χ

ttJ χッ
キ
ぢ十χ

+ど χッ ゼ十χッ
十
どノど

Z+ど =(χ ぢ1+夕 Jl)とア

ZJ=(χ ど二十ノ ど1)y
,7=χ十ど十χ ぢ十ノ

十
J十ノ ど

C+ぢ =χ ぢ夕 どT'劣 Jlノ J二 十 χ
十
,_年

十
J

cぢ =χ十ぢノ
+ぢ
レ劣 どlノ ど1+χ

~を

うノど

S+J=Zど C」 1(Z十 ど十Zど十 C十ど1+cど 1)

sぢ =z十ぢc+,1(Z+ザ 十Zど十 C十ど二十Cを 1)
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表 2 冗長 2進乗算

乗数

ノ
*

積
Ｆ

-1

-1

-1

0

0

0

1

1

1

上式に基づいて構成した冗長 2進 FAの回路を図 1に示
している。ただし,図はχ*ど ,ノちからS*Jに至る最長経
路のゲートの段数ができるだけ少なくなるよう式の変形

を行って求めている。図 1の回路は,FPGAを 用いて構
成し,正常に動作することを確認している。

回路の演算速度を決める要因にはゲート・ディレイと

配線ディレイがあるが,配線ディレイは製造プロセスに

依存するので一概に決め難い。本稿では,ゲート・ディ
レイのみ考慮することとし,演算速度を決定する最長経

路のゲートの段数 (以下,「最長経路ゲート段数」という)

で演算速度の比較を行うこととする。図 1よ り,次の結

果が得られる。

[結果 1]冗長 2進 FAの最長経路ゲート段数は6と
なる。

なお,N桁の冗長 2進加算回路の演算時間は冗長 2進
FAl個の演算時間に等しい。
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3.2 冗長 2進乗算回路

1桁の冗長 2進乗算器の入力をχ*=(χ +,χ )お よびノ*

=● +,夕 ),積出力をP*=(P+,P)と 表す。P*は次の
ようになる。ただし,十 は OR演算を表している。

P十 =χ十夕
++χ―
夕
~

P― =χ十ノ
ー+χ―夕

+

上式に基づいて,冗長 2進乗算器の回路は NANDゲ ー
ト2段,合計ゲー ト数 6個で構成することができる。よっ

て次が言える。

[結果 2]1桁 の冗長 2進乗算器の最長経路ゲー ト段
数は 2と なる。

N桁の冗長 2進乗算回路は,N× Ⅳ個の 1桁冗長 2進
乗算器 と「N個の部分積加算回路」で構成される。この
とき,「N個の部分積加算回路」の接続をどのように行う
かが問題 となる。

(1)パイプライン処理が可含ヒなとき
この場合は,配列乗算回路,すなわち部分積を逐次加

算する構成が採用できる。このとき,演算時間は 1桁の

加算時間,すなわち冗長 2進 FAl個の演算時間と等しく

なる。

[結果 3]Ⅳ 桁の冗長 2進乗算回路の最長経路ゲート
段数は,パイプライン処理が可能なとき (配列乗算回路
のとき)は 6と なる。
ただし,パイプライン内におけるデータの滞留時間は
N× (1桁 の冗長 2進乗算器の演算時間+冗長 2進 FA
の演算時間)と なる。

(2)パイプライン処理ができないとき
配列乗算回路を用いると,部分積の加算が 17v段 とな
り,冗長 2進数系の特長が十分に生かされない。冗長 2進

数系の特長を最大限に生かすには加算回路の 2進木構造

を用いる。この場合,部分積の加算の段数はlog2(N)と な

る。よって次が得られる。

[結果 4]N桁 の冗長 2進乗算回路の最長経路ゲート
段数は,パイプライン処理ができないとき(2進木構造の

とき)は (2+61og2(`V))と なる。

4.冗長 2追加算回路・乗算回路のレイアウト

レイアウト設計規則はえルール [5]を用いる。ただし,

2層配線を用いる。図 2に ,冗長 2進 FAの レイアウトを
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図 2 冗長 2進 FAの レイアウト
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示している。ここで,Я は基準寸法を表している。なお,

図はレイアウトが見易いようにポリシリコン層を最上位

に描いている。図 2よ り次の結果が得られる。

[結果 5]冗 長 2進 FAの チップ面積は (172λ×198メ )
となる。

N桁の冗長 2追加算回路のチップ面積は,(A「 ×冗長
2進 FAの面積)と なる。

図 3は 1桁の冗長 2進乗算器 1個のレイアウ ト,図 4

は冗長 2進乗算器 2個 1組のレイアウトを示している。

図 3,図 4は ,図 2に示した冗長 2進 FAに接続されるよ

うに横幅を合わせている。

配列乗算回路によるN桁の冗長 2進乗算回路のレイ
アウトは,(1桁の冗長 2進乗算器 1個 +冗長 2進 FA)を

(Ⅳ×N)個配列したものとなる。ただし,1桁ずつずれ
た平行四辺形の配置となる。レイアウトを規則的なもの
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図3 冗長2進乗算器1個のレイアウト

198比

P札J        P‐ 1,
図 4 冗長 2進乗算器 2個 1組のレイアウト

ー 4-

とするため,こ こでは,次のように計算する。
配列乗算回路のチップ面積 =(1桁の冗長 2進乗算器

十冗長 2進 FA)の面積×ュV× 2N
このとき,次が得られる。

[結果 6]配 列乗算回路によるN桁 の冗長 2進乗算
回路のチップ面積は,2N2(23り ×198メ )と なる。

2進木構造による N桁 の冗長 2進乗算回路のレイア
ウトを,図 5に示している。図において,乗算器は 2個

1組を用いている。2進木構造と配列乗算回路との大きな

違いは,2進木構造ではビット方向配線領域が必要とな
る こ とで あ る。配 線 の数 は,1桁 2ビ ットなので,
21og2(17、
/)本 となる。図 5よ り次の結果が得られる。

[結果 7]2進 木構造によるュV桁の冗長 2進乗算回路
のチップ面積 は,2N2(215ス ×(198+141og2(N))メ )と な

る。

198九

ぎJ

ゴJ

孟十

孟くJＲ
雨
〕

P+ギ

科
Ｒ
〕
”

ホ J
血J

ざBⅢ

3験xJ

ざ,J

3験乞学'
ぎ2J

3喰と,

ユ
■ J

中  I

■■ I I■■

LI日■ 日

I I■ ■

口 ■

‐ 1

■ ■

P~2や P +l「



MM

FA

FA

FA

MM

FA

MM

MM

FA

FA

PA

IヽIM

T

FA

MM

lines

MM

FA

FA

FA

MM

FA

MM

MM

FA

FA

FA

MM

FA

IヽM

冗長2進数系に基づく演算回路の速度とチップ面積

198+14b&(N))× 2N λ
141og 2い封刊り軌

21‐ bit redundalit billary nluHEPliers

l―bit redundant binary adder

図 5 2進木構造を用いた冗長 2進乗算回路のレイアウ ト
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5.通常の 2進演算回路との比較

5,1 演算速度の比較

通常の 2進数系に基づ く1桁の加算器 (すなわち,FA)

は,演算速度とチップ面積の異なる種々の回路構成がと
り得る。ここでは,上ヒ較的チップ面積の小さい図 6の構

成をとる。本回路の最長経路ゲー ト段数は 6と なる (和

出力に対しては 6,桁上げ出力に対しては 5と なるが,分

かり易 くするため 6と とる)。

通常の 2進数系に基づくN桁の加算回路 も,演算速度
とチップ面積の異なる種々の構成, リップル・キャリー,

キャリー・スキップ,キ ャリー・ルックアヘッド,その

他がとり得るが, ここではチップ面積の最も小さなリッ

プルキャリアダーをとる。本加算回路の最長経路ゲー ト

段数は (どV× FAのゲー ト段数)と なる。よって次が得ら
れる。

[結果 8]冗 長 2進加算回路 と通常の 2進加算回路の
演算速度比は,1桁の場合は 1,17v桁の場合は Nと なる。
通常の 2進数系に基づ く1桁の乗算器はAND回 路 1
個で構成できる。そのゲー ト段数は 2と なる。

通常の 2進数系に基づくⅣ桁の乗算回路としては,配

列乗算回路をとることとする。この乗算回路の最長経路

ゲー ト段数は,パイプライン処理が可能なときは (N×
FAのゲー ト段数=6N)と なり,パイプライン処理がで
きないときは (1桁の乗算器のゲー ト段数+3N× FAの
ゲー ト段数 =2+184へ「)と なる。よって次が得られる。

[結果 9]冗 長 2進乗算回路 と通常の 2進乗算回路の
演算速度比は,1桁の場合は 1と なる。N桁の場合は,パ

Ａ

Ｂ
S

Ci

図 6 FAの回路

イプライン処理が可能な場合は N,パイプライン処理が
できないときは(1+9N)/(1+31og2(N))と なる。

5.2 チップ面積の比較

図 7は通常の FAのレイアウトを示している。図より,
FAのチップ面積は (89メ×98か となる。通常の 2進数系
に基づくⅣ桁の加算回路のチップ面積は,(ど /ヽ× FAの

チップ面積)と なる①よって次が得られる。

[結果 10]冗長 2進加算回路 と通常の 2進加算回路
のチップ面積比は,′Vの値によらず,(172× 198)/(89×

98)=3.9と なる。

図 8は ,通常の 2進数系に基づく乗算器 1個 を付属し
た FA(以下,乗算器付 FAと いう)の レイアウトを示し
ている。本回路のチップ面積は(103λ×112か となる。通

常の 2進数系に基づくN桁の乗算回路のチップ面積は,
配列乗算回路をとるとすると,(2N2× 乗算器付 FAの面

積)と なる。よって次が得られる。

[結果 11]冗長 2進乗算回路 と通常の 2進乗算回路
のチップ面積比は,パイプライン処理が可能なときは,N
の値によらず,(234× 198)/(103× 112)=4_0と なり,パ
イ プ ラ イ ン処 理 が で き な い と き は 215× (198

5
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図 8 乗算器付 FAの レイアウト

図 7 FAの レイアウト
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+141og2(N))/(103× 112)と なる。

5。3考   察

1桁の回路に関するデータは積算の基礎 として必要で

はあるが,比較にはN桁の回路が重要となる。よって,本
稿で得られた結果は次のようにまとめることができる。

桁数をNと 表すと冗長 2進数系は通常の 2進数系に

'ヒ

較して,

① 加算回路については,演算速度はN倍,チ ップ面

積は39倍 となる。

② 乗算回路について,パイプライン処理が可能なと
きは,演算速度はN倍,チ ップ面積は40倍 となる。
③ 乗算回路について,パイプライン処理ができない
ときは,演算速度は(1+9N)/(1+31og2(N))倍 ,チ ップ面

積 は 215× (198+14 1og 2(FV))/(103× 112)=3_7× (1

+10g2(ハ「)/14)倍となる。

Nの値を変数とした比較を表 3に示している。1例 と
して,暗号処理で用いられる どヽ「=1,024を とると,乗算回



乗算回路
PL可能

40

40

40

40

加算回路

39

39

39

39

乗算回路
PL不可

乗算回路
PL可能

演算速度の比率
(冗長 2進/2進 )

加算回路

冗長2進数系に基づく演算回路の速度とチップ面積

表 3 冗長 2進演算回路と通常の 2進演算回路の比較

N=16
N=64
N=256
N=1024

追三:PLT丁含ヒ
PL不可

パイプライン処理可能な場合を表す。
パイプライン処理不可の場合を表す。

路の演算速度は,パイプライン処理が可能なときは 1,
024,パイプライン処理ができないときは 297と なる。冗

長 2進数系の効果が非常に大きいことが分かる。また,パ

イプライン処理が可能なときの方が冗長 2進数系の特長

が一層発揮できることが分かる。

本稿ではゲー ト・ディレイだけを比較したが,演算速
度を決める要因にはゲー ト・ ディレイと酉己線ディレイが

ある。パイプライン処理が可能なときは,信号は隣接し
た回路に伝達されるので配線ディレイは小さい。しかし,

パイプライン処理ができなくて 2進木構造を用いるとき

は,配線が長 くなり配線ディレイが大きな問題 となる。ま

た,チ ップ面積が大きいほど配線ディレイが大きくなる。

この配線ディレイの観点からも,パイプライン処理が可
能なときの方が冗長 2進数系の特長が発揮できることが

分かる。

チップ面積は,乗算回路のパイプライン不可の場合で
かつ Nの値が大きい場合を除けば,加算回路,乗算回路
の別なく,ま た 立ヽ「の値によらず,お およそ 4倍になる。冗

長 2進演算回路は,ゲー ト数が多 くなることだけでなく,

1桁を 2ビットで表すことがチップ面積を大きくする要

因となる。すなわち,通常の 2進演算に比較して配線面
積が少なくとも2倍になる。従って,冗長 2進演算回路
では多層配線 (3層配線)が有効 となる。更に,冗長 2進

数系 (よ リー般的に言えば SD数系)は多値論理と組み合
わせ,1本の信号線で多値の情報を伝送する方法をとれ
ばその特長を一層発揮できると考えられる [6]。

なお,演算速度とチップ面積を統合した評価指標 とし
て,「演算時間とチップ面積の積」が用いられることもあ

るが,本稿の場合は,こ の指標の値が Nに よって大きく

変化するのであまり有効 とは言えない。

得られた結果を,更に要約すると次のようになる。

[結論]冗 長 2進演算回路は通常の 2進演算回路に比
較して,チ ップ面積が回路の種類や Nの 値によらず約 4
倍となる。演算速度は,① 加算回路についてはⅣ倍,
② 乗算回路については,パイプライン処理が可能なとき

チップ面千1■の比率
(冗長 2進/2進 )

乗算回路
PL不可

はN倍,パイプライン処理ができないときは3プVlog2
(N)倍 となる。

6.む す び

本稿では,冗長 2進数系と通常の 2進数系の比較を,演

算速度 と回路のチップ面積の観点から行い,次のような

結果を得た。桁数を Nと表すと,冗長 2進演算回路は通
常の 2進演算回路に比較して,チ ップ面積が回路の種類
やNの値によらず約 4倍 となる。演算速度は,① 加算
回路についてはN倍,② 乗算回路については,パ イプ
ライン処理が可能なときはN倍,パイプライン処理がで
きないときは前Vlog2(N)倍 となる。

なお,演算速度を決める要因にはゲー ト・ディレイと

配線ディレイがあるが,本稿ではゲー ト・ディレイだけ
の比較を行った。今後,配線ディレイも含めた比較を検
討する予定である。また,本稿では,冗長 2進加算器の

構成法として最長経路のゲー ト段数が 6と なる回路構成

を示したが,よ り小さなゲー ト段数の回路構成について

今後検討する予定である。

本研究は,平成 12年度文部省科学研究費 (基盤研究 C

(2))の補助を受けたことを付記する。
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